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Uber die Auflisbarkeit einiger unbestimmten
Gleichungen

von

Axel Thue.

In der Gleichung:

F (%1 X4 " X)) = 0 ;
bezeichne F' eine ganze ganzzahlige homogene Function (» — 1)
ten Grades der variablen Gréssen Xy - - Xp.

Ich behaupte, dass diese Gleichunmg sich immer in ganzen
Zahlen xq - xn algemein auflosen lisst, wenn man die Function
als eine Differenz zweier Produkten von (n — 1) linearen homo-
genen gamzzahligen Factoren der Grissen xy°--Xa schreiben kanm.

Haben wir ndmlich eine Gleichung von der Form:

Pl'Pz"'-Pn-l:Q1'Q2"'Qn—1 @

wo jedes P und jedes @ eine lineare homogene und ganzzahlige
Function der Variablen X;::'xn ist, und diese Gleichung fiir
ganzzahlige Werthe der Grossen X;°''Xn besteht, dann bekom-
men wir statt der Gleichung ein System von Gleichungen:

P,

ay Py = a3 Qs
(ID)
(s St — ay - Qn—l
WO @; **'-@n-1 ganze Zahlen sind ohne irgend einen gemein-

schaftlichen Divisor zu besitzen.
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Gebe ich nemlich @, einen beliebigen rationalen Werth, so
werden ja dadurch @, - @q-1 rational bestimmt, da Py - @,_,
ganze Zahlen sind.

Die auf diese Weise gefundenen Grossen @ konnen wir dann
mit ihrem gemeinsamen Generalnenner multipliciren und endlich
die erhaltenen Zahlen mit ihrem grossten gemeinschaftlichen Factor
dividiren.

Unsere Zahlen @ haben nun die oben erwiinschten Eigen-
chaften.

Die Gleichungen in (II) kénnen wir auch so schreiben:

A R B ey e e L D el =
Al e ek BN iR R L B AL S o

(11D)
A—n—lx‘z + Bn.ix + e I =
Also haben wir:
Sty sl o,
Xn /\n
) 4t i g
Xn /\n
_ Xn—1 3 7An7 i
Xn /\n
oder
Xy =k A\
Xs AW
. A (1V)
Xn —/ An

wo /A\j---/An ganze, ganzzahlige und homogene Functionen (% - 1)
ten Grades der Grossen @y ... @y.; sind.

k musz so beschaffen sein, dass x; -''- Xn ganze Zahlen
werden,
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Wir haben hier die Formen, der Zahlen x, Xn gefunden,
wir sehen aber auch, dass diese Werthe der gegebenen Gleichung
befriedigen.

Sind die Gleichungen (IIl) von einander abhingig, wird die
obenstehende Entwickelung illusorisch. Von solchen Fillen aber
wollen wir absehen.

Enthalten die Factoren in (I) mehrere Unbekannten als » z.B.
n—+m. so braucht man nur beide Seiten der Gleichung (I) mit
einem Producte von m linearen homogenen und ganzzahligen Fac-
toren zu multipliciren um die Gleichung durch unsere Methode
auflosen zu konnen.

Sind dagegen die Anzahl der Unbekannten kleiner als % z.DB.
gleich m»—m und die Gleichung (I) doch in ganzen Zahlen moglich
ist, dann erhalten wir des Systems (II) wegen statt dieser Gleichung
in Allgemeinheit 7 homogene ganzzahlige Gleichungen (n—m)
ten Grades der ganzen Zahlen @y """ @n-1. )

Ist I (xq - Xp) = 0 nicht ldnger eine homogene Gleichung,
konnen wir trotzdem, wie spadter gezeigt wird, in vielen Fillen
unseres Verfahren benutzen um zu der ganzzahligen Auflosung
der Gleichung zu erlangen.

Lisst sich die Gleichung: F'(x;° - xn)=o0 auf die Form (I)
bringen, so sicht man, dass jede gleichzeitige ganzzahlige Auflésung
zweier Gleichungen

Pﬂ,:O Q/9=0 (/,,9._——1,"'11—1
eine Losung der Gleichung F' (x; " Xa) = 0 giebt.
Umgekehrt konnen wir beweisen, dass wenn eine Gleichung:
F(xy - "Xn) =0
eine gewisse Anzahl solcher Losungen

‘P(/.=0 Qﬂ:o

besitzt, dann lisst sich die Gleichung auf die Form (D) bringen,
wodurch wieder, wie gezeigt, die allgemeinste Losung gefunden

werden kann.




[ 6 [No.

Man hat ndmlich das folgende Theorem :
} Verschwindet die ganze Function F (x;-* - x,) m ten Gra-
des tmmer gleichzeitiy mit den Producten

TR TP piapy V=20, 0y @

wo die P und Q lineare Functionen der Grissen x, - x, sind
dann ist:

F(x, %a)= AU+ BV

vorausgesetzt dass keine anderen der Factoren P und Q indentisch
verschwinden, wenn zwei von ihnen gleich Null gesetzt werden.
4 und B sind ganze Functionen vom Grade respective 7 -— P
und m—q in den Grossen X; - Xn.
Infolge des Taylorschen Lehrsatzes bekommt mann:

F (x1XgXg " Xa) =F (@bxg - Xn) + (x; — @) - B+ (xg—0) T

wo B und T' ganze Functionen, der Gréssen @ b x5 xn sind.
Ferner erhdlt man von den Gleichungen

P11=(X1"'xn)=0 Qk(xl-"xn):.—_o
Xy == s/vl <X3 ezt Xn) X0 SZYZ (Xg s zn>

wo ¢y und ¢, lineare Functionen der Grissen xg " Xp sind.
Ist_ nun
F (S/'1 9/;2 i S Xn) =00
dann erhalten wir also
F (% %) = (X — ¢1) RO T & — ) To

wo die ganzen Functionen R, und T, nur die Variablen x -
enthalten.

b
=

Nun hat man aber, wie leicht zu sehen ist,
X3 — ¢ =aPy+ BQ
Xo— o=y Pp+ 9 @
wo « 8y 0 Konstanten sind. Also wird '
2 R e [ g

wo K und H ganze Functionen der Grossen X, '~ Xn sind.
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Mit Hilfe dieses Satzes haben wir el
F(x- %) = Ky B H; @,

Nun verschwindet # fiir P; = o0 und Qs = 0. Folglich hat
man auch unter denselben Bedingungen H; == 0 und also

H, = H, P, + H, Q, oder
F =K, P+ H, 5.0
Geht man auf diese Weise fort, erhalten wir:
Hoe= M P, - N,V

. . . . o
Diesen Salz kdénnen wir nun wieder benutzen. Wir haben
namlich dass #' verschwindet wenn Py =0 und V = o und folg- *

lich muss dann auch M verschwinden, oder infol Ige des erhaltenen

Satzes
M — M N,V

d.h. F=M.P, P,+N,V

Durch Wiederholung dieses Verfahrens wird somit unsere
Behauptung bewiesen.

Von dem Satze, der auch auf die Geometrie anwendbar ist,
kann man nun verschiedene Schliisse ziehen.

Substituiren wir die in (IV) gefundene Werthe der Grissen
Xy Xn in'die Gleichungen (II) oder (I) so erhalten wir lauter
Identitets gleichungen in den willkiirlichen Variablen Gy " Gn—yq.
Die Determinanten /\;‘** /\n miissen also so beschaffen sein,
dass man immer die Gleichungen

(p‘aa+q1a/9) Al_i_“'-{_ (pﬂa'a +Qn“ﬁ) An=0

(A e B=a+1

o=MNn — 1 /9=1

durch passende Wahl der Constanten p und ¢ identisch befriedigen
kann ohne dass alle p und ¢ dadurch gleich Null zu setzen sind.
In dieser Bemerkung die, wie man sieht, erweitert werden kann,




l
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besitzen wir eine Methode mit Hiilfe deren die Eliminations-
gleichung F' (x; *** Xn) == 0 der Gleichungen (IV) auf die Form (I)
gebracht werden kann. Wir haben ferner auch hier ein Mittel zu
beurtheilen ob gewisse unbestimmte Gleichungen algemein auf-
gelost sind.

Wir wollen ein ganz einfaches Beispiel nehmen. Es sei

x =2 ab y=a*—0* A — i
Werden @ und b eliminiert bekommt mann:

2 2 2

Zes— it s

Wir setzen:
®

(pa+ gb)[2 ab] + (p'a+ q' b)[a* — b*] +(p"a + q"b) [a> + D] =0

also: gle=—1p p = g
g =—p Pi=—q

oder a(px +qy —qz)=b(—gxtpy+pz)
b(—¢ x+ py +p =al'x +ody—¢ 2

Die Gleichung z? = x* + 2 ldszt sich also so schreiben
(pxtqy—pz) (—@'x+p'ytp'z) =(—gxtpytpz) (P'x+qy—q'2)

wo p qp' q° ganz beliebige Grossen sind.

Wir gehen so zu einigen illustrirenden Beispielen unserer Me-
thode tber. 3

Auflésung der Gleichung

(@tdb+c)(@a+b—c) (@a—d+e¢) (—a+d+c)=k?
in ganzen Zahlen abck

p@+db+tc)(@+b—c)=qk
g@a—>+c¢) (—a+b+c)=pk

platdbte @+b-c=g>@—b+¢) (—a+b-+d

Diese letzte Gleichung kann man ganz direct nach der Me-
thode auflésen und also bekommt % auch einen ganzzahligen Werth.
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Um unsere Gleichung gleich auf die Form (I) zu bringen braucht
man nur k= mnm zu setzen. k ist das Doppelte des Areals eines
Triangels, deren Seiten @, b und ¢ sind. Mit Hiilfe dieser Inter-
pretation der unbestimmien Gleichung konnen wir diese auf eine
andere Weise l1osen. Wegen der zwei Gleichungen

k= ab sin C ¢=a?-F 02— 2ab cos C

miissen nédmlich die Sinus und die Cosinus der drei Winkel alle
rational sein oder:

s ’) »
—2pg sin B—-2XY

sin C— -
P+ x?

%

>
c=pq(x2+ y? b=xy(p*+ ¢?

a=(gx+py) Xp—aqy) k=2xypq(xq+yp) (xp—yo

Ein Beweis fiir die Unmoglichkeit
der Fermat'sechen Gleichung
S e B
Es wird gesucht die Formen der Zahlen @, b und ¢, die der

Gleichung Vi, :
a- = C

Gentige leisten. @ und 0 seien relative Primzalen und b.a positiv
oder negativ. Ist ferner vorausgesetzt, das ¢ nicht durch & theil-
bar ist, bekommt man

@r—ab+ 0% > o
Qb 0

a+ b =47
a?® — ab + b* = B?

Die letzte Gleichung giebt uns
ab = (B+a—0)(B—a-+0)

pa=qB+ a—0)
go=pB—a-+tb
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a @?—2qp

b D —8ap

Weil p und ¢ relative Primzahlen sind, konnen ¢* — 2 ¢p und

p2— 2¢qp hochstens einen gemeinsamen Divisor & haben. In
diesem Falle muss
p—L2q=3r und folglich
Bt fanl a8 )
P—2g r@rtg
_ lgten*—2@tlenr _ 4*—2up
i rm—2Q+2nr Pt — 24

Wir haben also:
a=1(9*—2¢p) b==(p*— 2qp)
B=TF@*—p3+ )
Substituiren wir die Werthe von @ und b in der Gleichung
gt B
so bekommt man p2Hq?— 4 pg=- 42 oder
@—°p)*—38p*=o 4*

Hier kann man nicht das wuntere Zeichen benutzen. Sonst
hdtten wir ndmlich:
Bpi=Ar+(g—2p)
eine Gleichung die, wie man sofort sieht, unméglich ist.
Wir haben also das obere Zeichen zu wihlen und bekommen
somit:
a=q*—2qp b=p2 —2qp

(p—9)? =& pg= 4
Rpg=@p—q+ 4)(p—q—4)

*lp=pB(p—q—+4)
B. qg=o(p—q—A4)
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_p_: /32+2a/'9
q 2af—2a2

Da a und £ relative Primzahlen sind, kénnen £2--2«# und

2 23— 2 a* keinen grosseren gemeinschaftlichen Divisor als 6 haben.
Sind sie beide mit 3 theilbar, dann ist

p—o=3y und
Pri2ad (o0 48y _ (atn) A2y (o)
& 0/9—2 a* 2 ay & 9 r‘(—a_fjm* =
ﬁ12+2a]/31

20 By — 20y

Wir konnen folglich von diesem Falle absehen.
Sind £?+2 af und 2¢(--2a2
beide mit 2 theilbar, so muss

B=—20 und
Biit= Daf 2 a0 — 2 02 204 f; — 2 ay? .
v iR T Bt e

Wir haben also entweder
p=-+ (B +2ap) == Qap—2a)
wenn p und b nicht durch 2 theilbar sind, oder
p=1 Qaf—24)  g=1 (B+24P

wenn p und b durch 2 theilbar sind. Eine der Zahlen a und b
muss folglich durch 2 theilbar sein.

Lasset uns der Einfachheit halber immer die gerade Zahl mit
a bezeichnen, dann hat man, weil q mit 2 theilbar sein muss.

\ p=t (8 +2af) (=% Qaf—2a?
Ferner bekommt man durch Substitution der gefundenen For-
men von q und p:
a=4a (a®— B3 l

(VI)
=f (B +[2a])
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&

wo also « und /8 positive oder negative relative Primzahlen sind
c=—Qa2—R+2af)(4at—4B3[+ 6a? 22+ 210 SRS
Wir bemerken dass entweder
o3 — % oder B2+ (20

mit 3 theilbar sein konnen.

Sonst wiren namlich beide und also auch a und b mit 9
theilbar.

Durch die Gleichungen (VI) kénnen wir nun beweisen, dass
die unbestimmte Gleichung

P+ Q3= R?

in ganzen Zahlen unmdglich ist, wenn R nicht durch 3 theilbar
sein soll.

Wire namlich diese Gleichung mdoglich, hatte man, weil P, Q
und R als relative Primzahlen aufgefasst werden konnen,

n2=4da (2® — B

oder
m?=p (8 + (2P
also
o= 7{32 as — /93 ——— ]L?
oder
A=l e =8

In beiden Fillen bekam man folglich eine neue Gleichung
P 1G b Q13 T R12

mit denselben Eigenschaften wie die gegebene Gleichung aber mit
kleineren Zahlen.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens wiirde man zuletzt eine
Gleichung bekommen in welche eine der Zahlen gleich Null wire.
Aber dann miisste auch, wie man sofort sieht, eine der Zahlen P,
Q, R gleich Null sein.

Aus diesem Satze leitet man die folgenden Corollare ab.

Die Gleichung

al + bb=c2
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ist immer in ganzen Zahlen unauflosbar, gleichfalls die Gleichung
Py X PP

wenn ¢ nicht durch 3 theilbar ist.
Setzen wir in den Gleichungen (VI)

F 3
a:m]/'% ﬂzn]/B

3 3
a=xVA b=yVB

so erhalten wir dadurch eine bekannte und sehr allgemeine Auflosung
der Gleichung

A e Bayse— 28

in ganzen Zahlen X y z.

Es wird
x=4m (A md— Bnd)
y=mn (Bnd+ A (2m)d)
z2=DB2ns— 20 A Bndmd—8 A2 md
Satz.
Ist » — p nicht durch 3 theilbar und

Bi=AC
dann lasst sich der Gleichung.
Apg®—2Bqr*+Crp>= 0

nicht in ganzen Zahlen befriedigen.
Man bekommt ndmlich

r (B2r®— ACp*)=(Apq— Br?)?
r (1 — p¥)=U?

oder wenn « der grosste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen
r und p ist
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sl ry
pap;
ary (@ rt—alp Y= U2
nnt—pf =0
7y =h? ry® —pd =K

hS — p3 =2
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